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«Ein mathematischer Gegenstand ist,

was er tut.»
Timothy Gowers (*1963) engl. Mathematiker

Einleitung

Als 2013 fir die Lehrerweiterbildung im Pustertal (Stdtirol) baumit | entstand, entschied ich
mich rechtwinklige Bauklétze als Unterrichtsmaterialien herzustellen. Mir war bewusst, dass
das Entwickeln schréger und runder Kérper fir den Mathematikunterricht folgen muss, sollten
diese Materialien den heutigen Bildungsstandards (www.kmk.org, Stand 13.03.2016;
Walther et al., 2011) fir die Grundschule geniigen. Jetzt liegt baumit Il vor, ein Set mit
schrégen geometrischen Kérpern.

Die Motivation zur Herstellung dieser Bauklétze ist die didaktische Haltung geméss «Mathe-
matik zum Anfassen» (www.mathematikum.de, Stand: 19. Januar 2016). Ich habe schon
mehrmals im Mathematikum fasziniert den Kindern und Erwachsenen bei ihrem Tun zuge-
schaut. Dabei war jedes Mal offensichtlich: Handeln, denken und das Bediirfnis zur Kommu-
nikation sind eng miteinander verknipft.

Mit der Beschrénkung auf rechtwinklige Kérper bin ich 2013 méglichen Schwierigkeiten bei
der Produktion schréiger geometrischer Kérper ausgewichen. Ich konnte in der Broschiire zu
baumit | alle Lehrpersonen ermutigen, die Bauklétze in der Schulwerkstatt fir den eigenen
Unterricht selber herzustellen (Stettler, 2013). Damit spart man Geld und stellt sicher, dass
nur Materialien produziert werden, die auch Verwendung finden. Das Produzieren schréger
K&rper ist anspruchsvoller. An einzelnen Beispielen werde ich aufzeigen, wie spezielle Ein-
richtungen (Lehren) genutzt werden kénnen, um baumit |l speditiv produzieren zu kénnen.
Auf diesen Aspekt néher einzugehen ist mir wichtig. Es ist eine zentrale Kompetenz von
Handwerkern, die geometrischen Méglichkeiten einer Maschine durch Lehren produkibezo-
gen zu erweitern. Der Bau dieser Einrichtungen zeugt oft von Phantasie, grossem Vorstel-
lungsvermdgen und reicher Erfahrung. Diese handwerkliche Praxis ist nur méglich, wenn beim
Planen das Wissen iber die Maschinen verbunden werden kann mit dem Wissen iber die
Eigenschaften des Werkstiicks. In unserem Fall sind es die schréigen Kérper. Das (planerische)
Denken und das Handeln sind ein Ganzes. Ich hoffe, dass diese Hinweise Lehrkréfte ermun-
tern auch Bausteine von baumit || selber zu produzieren oder sogar neue, schrdge Formen
selber zu kreieren.

Die geometrischen Kérper von baumit || werden immer nach dem gleichen Verfahren produ-
ziert: Von einem Holzstab mit entsprechendem Querschnitt werden durch gewdhlte Schnitte

die Kérper abgetrennt. Dieses Prinzip hat in der Reifendreherei des Erzgebirges eine lange

Tradition (www.reifentiere.de, Stand: 9. Januar 2016). Leider kénnen mit diesem Verfahren
nicht alle eckigen, geometrischen Kérper, die man sich denken kann, hergestellt werden.

baumit Il umfasst einige der besprochenen Kérper zur Anschauung. Um Bauerfahrungen zu
machen, braucht es eine gréssere Anzahl der vorgestellten Kérper. Mit einem geometrischen
Kérper in der Hand kénnen wir raumgeometrische Eigenschaften vielféltig wahrnehmen und
als Erfahrung im Gedéchtnis fir lange Zeit festigen. Der Kérper in der Hand lésst das Denken
iber mathematische Zusammenhénge weiter schweifen; es reisst nicht ab.



Form und Masse der schrégen Kérper sind so gewdéhlt, dass Beziehungen zu den rechtwinkli-
gen Formen von baumit | méglich sind. Dadurch kénnen Kanten, Oberfléchen, Volumina ver-
glichen werden, um daraus mathematische Schlisse ziehen zu kénnen.

baumit Il ist so zusammengestellt, dass mit den Kérpern Mathematik entdeckt, erfunden und
entwickelt werden kann. Unter Entdecken verstehe ich eine Realitétsannéherung und das Er-
kennen von Mustern. Diese Lernsituation unterscheidet sich vom Erfinden. Beim Erfinden, ent-
steht etwas Neues (Invention). Dies ist der Fall, wenn Kinder und Jugendliche fir die andern
der Klasse Aufgaben ausdenken, ein neues Puzzle kreieren oder sich neuen Bauaufgaben
stellen. Entwickeln findet in Lernsituationen statt, in denen sich Kinder und Jugendliche
mathematische Konventionen aneignen. Ein Gleichgewicht zwischen Konvention und Inven-
tion ist fir das mathematische Lernen bedeutsam (Wollring, 2007). Dieses Gleichgewicht im
Mathematikunterricht immer wieder herzustellen, ist eine hohe Kunst.

baumit Il ist ein stufenibergreifendes Unterrichtsmittel. Es ist nicht die Absicht, die vorgeschla-
genen Themen im beschriebenen Umfang mit allen Schulklassen durchzufiihren. Jede
Lehrkraft soll das auswéhlen, was sie fir die Lernsituation der Kinder und Jugendlichen als
geeignet erachtet. Es ist mir wichtig zu zeigen, dass sich mathematische Themen auch fir
gréssere Projekte eignen. Zur Bearbeitung des Kompetenzbereichs «Raum und Form» bieten
sich die geometrischen Kérper geradezu an.

Bei jedem Thema ist angegeben, welches Material in baumit Il dafiir vorgesehen ist. Die
Materialien sind thematisch geordnet und in Kartonschachteln verpackt.

Die Namen der in den Praxisbeispielen erwéhnten Kinder und Jugendlichen wurden zum
Schutz der Persénlichkeit geéndert.

Langnau, Mé&rz 2016 Gerhard Stettler



«Jedes Denken wird dadurch geférdert,
dass es in einem bestimmten Augenblick sich
nicht mehr mit Erdachtem abgeben darf,

sondern durch die Wirklichkeit hindurch muss.»
Albert Einstein (1879 - 1955) Physiker

handeln und denken

Handeln und denken zieht sich wie ein roter Faden durch mathematische Auseinandersetzun-
gen. Als Grundlage eines Mathematikunterrichts rund um schrdge geometrische Kérper soll
diesem Aspekt im vorliegenden Kapitel besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden.

Handeln und denken sind untrennbar

Bauklstze laden zum Spielen ein. Wenn Kleinkinder bauen, erobern sie den Raum. Sie drén-
gen hinaus in die Ebene und hinauf gen Himmel. Architekien und Designer entwickeln ihre
Ideen oft an Modellen. Diese werden gezeigt, wenn Absichten und Entscheide kommuniziert
werden. Sowohl Kleinkinder als auch Berufsleute suchen, finden, vergleichen und optimieren
handelnd. Beide unterscheiden nicht zwischen handeln und denken. Die Frage ist berechtigt,
warum wir Péddagogen diese Unterscheidung im Schulunterricht machen und warum wir dazu
neigen, auch im Mathematikunterricht das Denken héher zu gewichten als das Handeln. Der
amerikanische Neurologe Frank R. Wilson (2002) meint: «Auch hélt die alte Trennung von
K&rper und Geist einer ndheren Priifung nicht stand, wenn wir die héchst komplexen Formen
kulturell bedingten Verhaltens betrachten [...]. Die unmissversténdliche Botschaft der Biologie
an die P&ddagogen lautet: Die beste Technik zur Férderung menschlicher Intelligenz ist die
Vereinigung (nicht Teilung) von Kérper und Geist.»

Mathematik ist die Wissenschaft der Muster. Wenn Kinder und Jugendliche im Mathematik-
unterricht nach bestimmten Mustern bauen, erfahren sie deren Wirkung. Sie betreiben Raum-
geometrie. Dabei ist zu bedenken, dass auch das Pflegen des Gegenteils Wirkung hat;
Obijekte bauen, die kein Muster erkennen lassen. Zum Verstehen der Mathematik finde ich es
wichtig, Kinder und Jugendliche immer wieder aufmerksam zu machen, auf Dinge, die nicht
mit Mathematik beschrieben werden kénnen. Oder kennen Sie beispielsweise eine allgemein
giltige Formel zum Berechnen des Volumens einer Kartoffel?

baumit Il soll mithelfen, Mathematik sicht- und greifbar zu machen. Kindern und Jugendlichen
wird mit diesem Material die Méglichkeit gegeben Mathematik in die Hand zu nehmen und
handelnd weiter zu entwickeln. Beim Eintritt in die Grundschule bringen Kinder einen vielfélti-
gen Handlungserfahrungsschatz mit: Viele Aspekte der Mathematik wie drehen, schieben,
vorne, hinten, Volumen (leeren, fillen, umschiitten) usw. haben Kinder in Handlungen erfah-
ren und im motorischen Gedéchtnis gespeichert. Zum Zeitpunkt des Schuleintritts hat das Kind
lédngst gelernt seine Handlungen soweit zu optimieren, damit etwas gelingen kann. Auf
diesem Lernweg ist das Kind oft gescheitert, hat die Sache neu angepackt und so heraus-
gefunden, wie es sein Ziel erreichen kann. Handeln und Denken sind bei diesem Prozess eng
miteinander verkniipft. Diese Verbindung soll beim Mathematiklernen mit geeignetem
Material geférdert und gestérkt werden. Auch aus neurobiologischer Sicht gibt es keinen



Grund, im Unterricht das Denken vom Handeln zu trennen. Zu einem Gegenstand, den wir in
den Hénden halten oder der in unseren Hénden entsteht, kénnen wir eine Beziehung aufbau-
en. Der deutsche Mathematikdidaktiker Bernd Wollring (2007) sagt dazu: ,Der Werksinn der
bearbeiteten Gegensténde ist ein Element, das insbesondere im Elementarbereich und in der
Grundschule einzufordern ist. Natirlich gibt es im Mathematikunterricht wie in allen anderen
Unterrichten zu bestimmten Féchern auch Elemente, die ein spezifisches Trainieren bis zur
Geldufigkeit erfordern. Aber die Beziehung von Lernenden zum bearbeiteten Gegenstand
baut sich im Wesentlichen ilber den Werksinn auf, d.h. iiber seine oder ihre spezifischen
Wertschdtzung oder Bedeutungsschétzung des Gegenstandes iiber die Mathematik hinaus,
sei es durch eine Einsch&atzung der Nutzbarkeit oder sei es durch eine Einschétzung von
Schénheit oder Attraktivitat. Der Werksinn ist wesentlich bestimmend dafir, dass positive
Bildungserlebnisse als lange haltbare Grundbausteine zum Aufbau eines Wissensnetzes zu
gewinnen.»

Wenn Kinder oder Jugendliche iber Gegensténde einen Zugang zum mathematischen Sinn
gefunden haben, stellt sich im Schulalltag die Frage, wie sich dieser mathematische Fund
nachhaltig festigen lasst. Ich schlage vor, dass Lernende bedeutsame Gegenstéinde behalten
diirfen. Sie werden die Gegensténde mit nach Hause nehmen und mit ihnen in den Hénden
eine andere Mathematik beschreiben, als wenn sie mit leeren Hénden zu erzéhlen versuchen.

Die Handlungskompetenz eines Kindes entwickelt sich nicht parallel mit seiner Sprachkompe-
tenz. Beobachtungen zu mathematischem Handeln geben oft einen differenzierteren Einblick
in die Denkwelt junger Menschen als ihre Darstellungen oder ihre sprachlichen Ausserungen
vermuten lassen. Die Bedeutung des Handelns und Denkens als untrennbare Kompetenzen
findet aktuell im Mathematikunterricht nicht den nétigen Niederschlag, um erfolgreiches und
motivierendes Lernen sicherzustellen. Méglicherweise fehlen uns Pddagogen die Instrumente
um das Handeln differenziert einschétzen und als Kompetenz beurteilen zu kénnen.

Handeln und denken initiieren

Die Handlungserfahrungen aus dem Kleinkindes- und Kindesalter im Umgang mit rechtwinkli-
gen Kérpern sind reichhaltiger als jene mit schrégen. Es sind die rechtwinkligen Bausteine, mit
welchen Kinder friih lernten, Gebdude zu bauen. Kinder bauen hohe Tirme und lassen sie
mit Begeisterung und von Schrecken begleitet zusammenkrachen. Es ist méglich, dass
jemandem Erfindungen mit rechtwinkligen Kérpern gelingen, aber das Bauen mit schrégen
Elementen grosse Schwierigkeiten bereitet. Dies ist bestimmt kein Hinweis auf mangelnde
mathematische Féhigkeiten. Viel mehr ist es ein Hinweis, dass mathematisches Handeln und
damit denken auch geprégt ist von Lebenserfahrungen. Die Lebensgeschichte kann das
menschliche Wesen fiir Neues 6ffnen oder fir Unbekanntes abstumpfen.

Damit méglichst alle Kinder und Jugendlichen fasziniert die Geometrie schréiger Kérper ent-
decken kdnnen, ist dem Zugang zu diesen Mustern besondere Beachtung zu schenken. Der
Unterricht ist erfolgreicher, wenn als Ausgangspunkt bekannte rechtwinklige Kérper angebo-
ten werden, die auf verschiedene Arten in schrédge Formen verwandelt werden kénnen.

Ich beschrénke mich exemplarisch auf die Phénomene «Kippen» und «Teilen». Diese zwei
Zugénge erméglichen viele Erfahrungen mit schrégen Kérpern.

Durch das Kippen eines Wiirfels zum Prisma (Thema Il) werden die Verénderungen des
Netzes (Abwicklung der Oberfléche) sichtbar. Das Herstellen und Spielen mit dem Soma-
wiirfel (Thema 1ll) in gekippter Form eréffnet neue Handlungserfahrungen und erweitert
dadurch das rdumliche Vorstellungsvermégen.



Beim Teilen gilt den Schnittflachen besondere Beachtung. Sind die Schnitifléichen nach dem
Halbieren eines Wiirfels quadratisch oder rechteckig? Kénnten sie sechseckig oder dreieckig
sein? Oder wéren eine Raute oder ein Parallelogramm méglich? Das Teilen eines rechtwinkli-
gen Kérpers kann zur Herausforderung werden. Will man z.B. einen Wiirfel so zerségen,
dass ein regelmdssiges Tetraeder ibrig bleibt, ist bereits das Einspannen des Werkstiicks eine
Herausforderung. Die Schraubstécke eignen sich fir Kérper, deren Seitenfléchen parallel
verlaufen.

Das Kippen eines Wiirfels und das Teilen des Wiirfels in diagonaler Richtung einer Seiten-
flache haben als Ergebnis zwei verschiedene Prismen. Beide eignen sich zum Erfinden neuer
Obijekte. Damit entwickeln und bauen mit Prismen (Thema V und Thema VI) gelingt, kénnen
Kindern und Jugendlichen zwei Methoden vorgeschlagen werden:

* Mit Prismen werden Muster gesucht und mit Malerklebband diese Bausteine zusammen-
geklebt.

* Mit der Zauberschlange von Ern8 Rubik (Rubik’s Snake, 2016) werden zuerst Muster
gesucht, die nachher mit den Bausteinen zusammengesetzt werden. Mit der Rubik’s Snake
werden die geometrischen Méglichkeiten beim Bauen mit Prismen eingeschrankt. Aller-
dings ist sie sehr wertvoll, um die Prozesse «Handeln und Denken» zu initiieren.

Die Kinder und Jugendlichen kénnen selber entscheiden mit welcher Methode sie beginnen
mdchten.

Abbildung 1: Beispiel aus der Werkstatt der Klinik Neuhaus, Bern (CH). Mit der Rubik's
Snake entwickelte Idee (links), ausgefiihrt mit Holzprismen, griin lackiert (rechts).

Ebenfalls eine lehrreiche und spielerische Auseinandersetzung ist mit dem «MATHMAKER -
DAS INNOVATIVE KONSTRUKTIONSSPIEL» (www.mathmaker.nl, Stand: 22. Februar 2016)
mdglich. Die trapezférmigen Prismen haben zwei quadratische Seitenfléchen mit je vier Mag-
neten. Damit kann ein Baustein mit einem anderen verbunden werden. Die Idee des Spiels
zeigt dreierlei:

1. Lésst ein Baustein beim Zusammensetzen mehrere Varianten zu, ist vielféltigeres Bauen
mdglich.

2. Die Reduktion auf eine oder zwei Arten Bausteine wird beim Spielen zum Gewinn.
3. Erfinden findet in der Reduktion statt.

Die Schénheit kann animierend wirken, so dass die Kinder und Jugendlichen von ihren
Modellen ein ausgewdhltes Objekt vergréssert als Skulptur selber realisieren kénnten.



Handeln und denken dokumentieren

Es ist eine Chance, Kinder und Jugendliche anzuhalten, den Prozess des Erfindens, Ent-
deckens oder Entwickelns zu dokumentieren. Im Rahmen der Dokumentation erfahren sie,
welche Bedeutung Pléne, Skizzen oder notierte Stichworte haben. Sie lernen, dass es einer-
seits persdnliche Dokumente gibt, die helfen einen Prozess nachvollziehen zu kénnen oder zu
einem spdteren Zeitpunkt eine Arbeit fortzusetzen. Andererseits wird ihnen bewusst, dass
manche Dokumente auch Dritte verstehen misssen (z.B. Spielanleitungen, Konstruktionspléne)
(Stettler, 2013). Schrége Kérper als Raumbild oder in Normalprojektion gezeichnet, sind teils
verzerrt. Seitenldngen erscheinen verkiirzt, Winkel verzerrt. Das macht nicht nur das Zeich-
nen, sondern auch das Interpretieren der Pléne schwieriger. Wenn Vorlagen (Rasterpapier
Anhang) beim Dokumentieren keine Hilfe bieten, kann die Fotografie eine geeignete Metho-
de sein (Abbildung 2): Im Hintergrund wird ein Karton aufgehéngt, damit die Umgebung
neutral ist und nichts ablenkt. Wird die Kamera auf ein Stativ montiert, kdnnen die Bilder
immer gleich und von den Kindern und Jugendlichen selber erstellt werden.

Abbildung 2: Ist das Zeichnen der schrégen Kérper zu anspruchsvoll, kann die Dokumentati-
on mit der Kamera eine wertvolle Variante darstellen.



«Man kann niemanden etwas lehren,
man kann ihm nur helfen,

es in sich selbst zu finden.»
Galileo Galilei (1564 - 1642) Mathematiker, Physiker, Astronom

entdecken (Realitéten)

Den Raum parkettieren (fillen)

Parkettieren ist ein Prinzip um Fléchen nach einem Muster, mit oder ohne Wiederholungen
(Penrose: hitps://de.wikipedia.org/wiki/Roger_Penrose, Stand 22. Februar 2016), zu
decken. Alle kennen die Realisierung beim Parkettboden. Parkettieren als Prinzip wird hier
auch in der Anwendung von Mustern in der dritte Dimension verwendet. Durch die Wieder-
holung der Muster werden Réume gefiillt. Wie sich dabei schréige Kérper verhalten, erfor-
schen wir im folgenden Kapitel.

Thema |

Ausgangslage sind die Erfahrung und Erkenntnis aus, dass mit der dritten Potenz einer An-
zahl gleich grosser Wiirfel (>1) ein grésserer Wiirfel, also die gleiche Form, gebaut werden
kann. Konkret heisst das, dass 8, 27, 64, 125 usw. gleich grosse Wiirfel zu einem grésseren
Woiirfel zusammengesetzt werden kdnnen. Mit diesem Muster l&sst sich der Raum liickenlos
parkettieren.

Abbildung 3: Die Erkenntnis, dass mit der dritten Potenz einer Anzahl gleich grosser Wiirfel

(>1) ein grésserer Wiirfel, also die gleiche Form, gebaut werden kann, ist Voraussetzung fiirs

Raumfillen.
Ist es analog zu den Wiirfeln méglich, mit gleichen schréigen Kérpern den Raum liickenlos zu
parkettieren? Versuche mit regelméssigen Tetraedern (gleichseitig dreieckige Seitenflédchen)
lassen erfahren, dass sich dieser Kérper nicht eignet zur lickenlosen Raumfilllung. Wichtig ist,
dass Schijlerinnen und Schiiler solche Handlungserfahrungen in ihrer Sprache begriinden
(siehe «Handeln und denken dokumentieren»). Die Versuche kénnen mit den anderen
Pyramiden aus baumit Il fortgesetzt werden. Solche Versuche fishren zu einer spannenden
Erkenntnis: Die schiefen und geraden quadratischen Pyramiden lassen sich zu Wiirfeln
zusammensetzen. Mit diesen Wiirfeln lésst sich wie oben beschrieben (Anzahl der Wiirfel in
der dritten Potenz) der Raum fiillen. Beim Filllen von Réumen mit diesen Pyramiden ist ein
anderes Muster wirksam als beim Fillen mit Wiirfeln. Darum dréngt sich die Frage auf: Gibt
es Prismen oder Pyramiden, mit denen die gleiche Form in grésserer Dimension gebaut



werden kann, um damit analog zur Erfahrung mit den Wiirfeln einen Raum liickenlos zu
fillen2 Im Fall der Pyramiden ist diese Frage komplex. Bei den Prismen hingegen werden
Kinder und Jugendliche bestimmt Lésungen finden und die festgestellten Gesetzméssigkeiten
mit dem Parkettieren von Réumen mit Wiirfeln vergleichen kénnen. Sie kénnen die geeigne-
ten Prismen beispielsweise mit Netzen aus Karton bauen und den Mitschillerinnen zur Diskus-
sion vorstellen.

baumit II: 8 Stick dreieckige, gerade Prismen, S = 50mm; 20 Stick S = 25mm
8 Stiick quadratische, schiefe Prismen S = 50mm; 20 Stiick S = 25mm
6 Stick quadratische, gerade Pyramiden, S = 100mm
20 Stiick Tetraeder, S = 50mm
Abfall: 6 Stick dreieckige, schiefe Pyramiden

Den Wiirfel kippen

Thema Il

Wir stellen vor uns einen Kartonwiirfel (100mm x 100mm x 100mm), bei dem Boden und
Deckel mit dem Mantel nicht fest verbunden sind, auf den Tisch. Sanft kann der Wiirfel zu
einem Prisma gekippt werden. Das zur Seite Driicken macht Verénderungen zwischen dem
Woiirfel und seiner gekippten Form, dem Prisma, erlebbar. Wer neben dem Kartonwiirfel ein
Kartonprisma stehen hat, wird mathematische Gréssen (Netz, Kanten, Volumen, Diagonalen,
Winkel) bewusst vergleichen kénnen. Auch in diesem Fall ist eine Dokumentation der Verén-
derungen lehrreich.

In Gedanken stellen wir uns den Kartonwiirfel in einem rechtwinkligen réumlichen Koordina-
tensystem vor. Das Kippen ist darin eine Veréinderung in einer Achsenrichtung. Was verén-
dert sich, wenn das Prisma nach diesem Kippen in eine zweite und dritte Achsenrichtung
gekippt wird? Wie sehen die Kérper aus, die entstehen?

baumit II: 1 Wiirfel, S = 100mm
1 quadratisches, schiefes Prisma, S = 100mm
6 Stiick Kunststoffquadrate S = 100mm

Den Somawiirfel gekippt bauen

Thema Il

Wer im Mathematikunterricht Schiilerinnen und Schiiler anregt, einen Somawiirfel aus

27 Woiirfelchen zu erfinden (Stettler, 2013), wird eine besondere Beobachtung machen
kdnnen: Nach Versuchen des Zusammensetzens, des Bauvens der Modelle, der Dokumen-
tation des Prozesses und dem Zeichnen der Ideen auf Plénen, setzen die jungen Erfinder ihr
Puzzle erstaunlich flink zusammen. Es ist nicht selten, dass es nach dieser intensiven Ausei-
nandersetzung, den zahlreichen Wiederholungen - dem Uben - mit geschlossenen Augen
gelingt. Ausgehend davon sollen die Erfinder eine neue Erfahrung machen. Sie bauen den
eigenen Somawiirfel in gekippter Form, als Prisma (siehe Thema Il). Die Arbeit am eigenen
Puzzle in Schréglage ist eine Herausforderung. Die Prismen liegen anders in der Hand als die
Wiirfel. Es ist, als wére eine neue Orientierung nétig, weil die gekippten Teile plétzlich ganz
andere Eigenschaften haben. Und es scheint, als kénnten die Erfahrungen mit den rechtwink-
ligen Bausteinen kaum genutzt werden.



baumit II: 30 Stiick quadratische, schiefe Primen, S = 33.3mm

Produktion der Prismen

Der Querschnitt der gehobelten Holzstébe ist rechtwinklig. Mit dem Parallelanschlag der
Kreisséige wird die Lénge der Prismen bestimmt. Der Queranschlag ist so eingestellt, damit
die Prismen einen Winkel von 60°haben. Mit dem Splitterholz am Queranschlag kann dafir
gesorgt werden, dass beim Schneiden einwandfreie Kérperkanten entstehen (Abbildung 4).

A

Abbildung 4: Das Schneiden der Prismen an der Kreisséige mit schréig gestelliem Queran-
schlag (links). Grundriss (rechts).

Der Querschnitt der Holzstéabe ist so gewdhlt, dass alle Kanten des abzuschneidenden
Prismas gleich lang sind. Das genaue Berechnen der Masse ist eine Anwendung des Satzes
von Pythagoras. (Abbildung 5) Schiilerinnen und Schiiler des 7. - 9. Schuljahres kénnen dies
selber berechnen.

Abbildung 5: Der Holzquerschnitt lé&sst sich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnen.



«Was ich nicht bauen kann,

kann ich nicht verstehen.»
Richard Feynman (1918 - 1988) Physiker

erfinden (Invention)

Ein Wiirfelpuzzle erfinden

Thema IV

Erfinder gehen von der Realitét aus, sprengen Grenzen und schaffen Neues (Inventionen).
Diese Erfahrung sollen Schiilerinnen und Schiiler beim Erfinden erleben k&nnen.

Mit 9 Winkeln aus je 3 Wiirfeln kann ein Wiirfelpuzzle zusammengesetzt werden

(Abbildung 6).

Abbildung 6: 9 Winkel (links) zu einem Wiirfel (rechts) zusammensetzen.

Nun entfernen wir in Gedanken von jedem Winkel einen Wiirfel. Zuriick bleiben 9 Quader.
Die 9 abgetrennten Wiirfel halbieren wir entlang der Diagonalen einer Seitenfléiche. Aus
jedem Wiirfel entstehen zwei Prismen. Es liegen nun 9 Quader und 18 Prismen vor. Jeden
Quader verbinden wir in einem néchsten Schritt mit 2 Prismen, so dass 9 formverschiedene
Puzzleteile entstehen. Wie missten die 9 Puzzleteile sein, damit daraus ein Wirfel zusam-
mengesetzt werden kann?

baumit Il: 9 Quader, 33.3 x 33.3 x 66.6mm und 9 Wiirfel, S = 33.3mm
9 Quader, 33.3 x 33.3 x 66.6mm und 18 Stiick dreieckige, gerade Prismen,
S =33.3mm

Praxisbeispiel

Nach ersten rdumlichen Arbeiten, begann der 11-jéhrige Rolf motiviert ein Wiirfelpuzzle zu
erfinden. Er baute seine Modelle selbststéindig, befestigte mit Malerklebband die Prismen an
die Quader und fand eine Lésung mit neun verschiedenen Teilen. Diese skizzierte er von
Hand in das Rasterpapier (Anhang). Mit Hilfe des Modells verleimte er sein Wiirfelpuzzle
und bemalte die Teile mit seinen drei Lieblingsfarben (Abbildung 7). Spéter brauchte er seine
Skizzen beim Zeichnen der Bauanleitung am Computer (Abbildung 8).



Abbildung 7: Das fertige Wiirfelpuzzle von Rolf, schrittweise zerlegt.

Abbildung 8: Bauanleitung zum Wiirfelpuzzle von Rolf.



M:it Prismen bauen

Thema V

Bauen wird unter anderem beeinflusst durch statische Gesetzméssigkeiten. Das heisst z.B.
dass schriége Bauelemente leichter weg rutschen. Beim Sammeln geometrischer Erfahrungen,
soll die Statik vorerst nicht einschréinkend wirken. Dies gelingt, indem beim Entwickeln der
Modelle die Prismen mit Malerklebband provisorisch zusammengeklebt werden. Das Modell
kann durchs Lésen des Klebebandes einfach abgeéndert werden, sollte es zu Gunsten einer
besseren Idee verandert werden.

Abbildung 9: Prismen aus diagonal geteilten Wiirfeln.

Erste Versuche beim Bauen mit Prismen zeigen, dass andere Prinzipien gelten als beim Zu-
sammensetzen von Wiirfeln oder Quadern. Das Finden und Anwenden von Prinzipien kann
erfahren werden, wenn gezielt gebaut wird. Ziele kénnten sein:

 es soll eine Objekt entstehen, das sich auf Grund des Musters schliesst. Im Kern kann ein
Leerraum entstehen (Abbildung 10)

* es soll ein Objekt entstehen, das sich nach gleichem Muster schlangenférmig fortsetzt

(Abbildung 11)

* das Obijekt soll eine oder zwei Symmetrieebene(n) haben
» das Objekt soll drehsymmetrisch sein

Es ist faszinierend zu beobachten, wenn Kinder und Jugendliche beim Bauen mit Prismen ent-
decken, dass sich «linke» und «rechte» Formen unterscheiden. Sie sind einander Spiegelbild
aber nicht deckungsgleich (= chiral). Chiralitét kann auch in der Natur beobachtet werden.
Unsere Hénde sind z.B. chiral. (Hargittai, 1998).

Es kann vorkommen, dass Erfinder wéhrend des Arbeitens in ihren Objekten bestimmte
Bedeutungen erkennen. Es féllt ein passender Name ein oder wird klar, welche Farbe oder
Grésse die Skulptur haben muss und wo sie stehen soll.



Abbildung 10: Geschlossene Formen. Beispiele aus der Werkstatt der Klnik Neuhaus, Bern
(CH).

Abbildung 11: Schlangenférmige Objekte. Beispiele aus der Werkstatt der Linik Neuhaus,
Bern (CH).

baumit ll: Prismen zum Bauen

Produktion der Prismen

Das Herstellen dieser Prismen erfordert eine Lehre. Es ist ein Kanal, in dem die Holzstébe mit
quadratischem Querschnitt auf der Kante stehend gehalten werden (Abbildung 12). Bei der
abgebildeten Lehre ist der Kanal aus Massivholz mit einer weissen Kunstharzplatte belegt,
damit die Holzstébe leichter dariiber gleiten. Das letzte Bild von Abbildung 12 zeigt, dass die
gleiche Lehre auch an der Hobelmaschine gebraucht werden kann, wenn die geschnittenen
Dreieckstébe auf das genaue Mass gehobelt werden. Im letzten Arbeitsgang werden an der
Kreissége von den Dreieckstédbe Prismen abgeschnitten.



Abbildung 12: In der speziellen Lehre (oben links) liegen die quadratischen Holzstébe (oben
Mitte) auf der Kante (oben rechts). Bei grésseren Querschnitten sind zwei Schnitte mit der
Kreisséige nétig, der Stab wird nach dem ersten Schnitt gewendet (unten links). Im Anschluss
ans Aufséigen, wird die geséigte Flache gehobelt (unten rechts).

Praxisbeispiel

David (Sekundarstufe 1) erkannte wéhrend des Arbeitens plétzlich eine menschenéhnliche
Gestalt in seinem Modell. Die Gestalt ist auf einer Seite geduckt und in sich gekehrt. Sie
nimmt wenig von der Welt wahr. Auf der anderen Seite strahlt sie der Sonne entgegen.
David baute sorgfiltig eine ca. 40cm hohe Skulptur, wéhlte die passenden Farben und war
beim Vollenden seines Werks tief zufrieden (Abbildung 13).



Abbildung 13: Skulptur von David.

Praxisbeispiel

Der 20-jaghrige Roberto musste angehalten werden, bei seiner Arbeit inne zu halten und die
Modelle bewusst wahrzunehmen. Stéindig wollte er diese sofort wieder verwerfen. Zur Wei-
terbearbeitung wéhlte er das Modell Abbildung 14 - Foto links. Er verleimte davon mehrere
Exemplare und machte Farbversuche (Abbildung 14, Mitte). Es begann eine lange Ausei-
nandersetzung mit den Farben, bis Roberto iiberzeugt war, dass er die Bedeutung seiner
Skulptur «six» mit schwarzer Farbe aussen und Rot und Griin im Innern zum Ausdruck brin-
gen konnte (Abbildung 14, rechts). Das Bemalen der fertigen Skulptur, innen mit Rot und
Griin, war kaum zu realisieren. Die Qualitat der Farbgebung iberzeugte ihn erst, als er ein
anderes Vorgehen herausgefunden hatte. Er verleimte zuerst sechs Teile, bemalte diese und
setzte anschliessend seine Skulptur fertig zusammen.

Abbildung 14: Skulptur «six» von Roberto.
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Thema VI

Wenn Kinder und Jugendliche mit Prismen bauen, kénnen sie auch die Formen verwenden,
die durch Kippen entstehen (siehe Thema lIl1).

Abbildung 15: Objekte aus «gekippten» Wiirfeln: offen, endlos (links) und geschlossen
(rechts).

baumit ll: Prismen zum Bauen



«Warum scheuen Sie es auch so sehr, etwas zu wiederholen,
das schon vor lhnen gesagt worden ist?
In Verbindung mit lhren eigenen Gedanken erscheint das Alte

selbst doch immer von einer neuen Seite.»
Moses Mendelssohn (1729 - 1786) dt. Philosoph

entwickeln (Konventionen)

Volumen ist Grundflache mal Hshe

Der Konvention Volumen [V] = Grundfléche [G] x Héhe [h] liegen zwei Prinzipien zu Grun-
de: Bonaventura Cavalieri (wahrscheinlich 1598 - 1647) veréffentlichte 1635 seine Uberle-
gungen zur Berechnung von Kérperinhalten (Prinzip von Cavalieri). «Liegen zwei Kérper
zwischen zwei parallelen Ebenen und sind die Inhalte der Schnitifléchen der Kérper mit jeder
zur Grundfléche parallelen Ebene einander gleich, so haben diese Kérper auch das gleiche
Volumen.» (https://www.lernhelfer.de, Stand: 19.1.2016)

4D ANA

4. iF=
’/,1\\ 20 ll

Abbildung 16: Cavalieri verstand die Verwandlung von einem Kérper in einen andern als
«Fliessen der Indivisiblen», d.h. kleiner, unteilbarer Schichten. Das gerade Prisma in der Ab-
bildung «fliesst» in ein schiefes (Bild: https://www.lernhelfer.de (Stand 19. Januar 2016)).

Das zweite Prinzip (V = G x h) zur Berechnung von Kérperinhalten ist die Scherung. Man
stellt sich einen Stapel Spielkarten, senkrecht aufeinander geschichtet (=Quader) vor.
Schichte ich sie schief oder bewegen sie sich beim Schichten im Kreis, entstehen in beiden
Féllen gleich hohe Kérper mit gleicher Grund- und Deckflédche. Die Kérperform hat sich bei
gleichbleibendem Volumen geé&ndert.

Thema VII

Die Erkenntnis aus dem Prinzip von Cavalieri und dem Prinzip der Scherung soll «begreif-
bar», d.h. fir die Hand wahrnehmbar gemacht werden.

Es wird ein Holzquader mit den Massen 25mm x 25mm x 100mm geschnitten. In Gedanken
l&sst man diesen Quader, nach dem Prinzip von Cavalieri, in ein schiefes Prisma «fliessen»
(Abbildung 17). Welche Ausdehnung hat es?2 Um zum Quader ein volumengleiches Prisma
herstellen zu kénnen, interessieren Breite und Dicke des Holzquaders (hobeln entsprechender



Holzleisten). Abgeleitet vom Holzquader wird der Leiste ein Prisma in gewiinschtem Winkel
und entsprechender Lange abgeschnitten.

Abbildung 17: Raumbild eines Quaders und Prismas mit gleicher Grund- und Deckflache zwi-
schen zwei parallelen Ebenen und damit demselben Volumen (Bild: G. Stettler).

Breite, Dicke, Lange und Winkel kénnen dem Raumbild (Abbildung 17) nicht enthommen
werden, weil bei der rdumlichen Darstellung Seiten verkirzt und Winkel verzerrt gesehen
werden. Aus diesem Grund zeichnen Planer ihre Objekte in Normalprojektionen, d.h. aus
verschiedenen Blickwinkeln. Sie geben in Projektionen immer die realen Messgréssen an
(Abbildung 18). Im Grundriss kann die wahre Grésse der Schnitifléche des Prismas gemessen
werden. Sie entspricht der des Quaders. Der Aufriss erméglicht, die Werte von Lénge,
Winkel und Dicke zu bestimmen. Mit diesen Angaben wird die Produktion méglich. Aus
einem Querschnitt kénnen noch fehlende Informationen gewonnen werden (Abbildung 18,
rechts unten).

25
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Abbildung 18: Im Grundriss (Links) und Aufriss (Mitte, rechts) sind Léingen und Winkel des
Prismas in der Abbildung nicht verzerrt.

Normalprojektionen machen sichtbar, dass sich durch das «Fliessen» des Quaders in das
schiefe Prisma der Querschnitt des Kérpers verdndert. In Raumbildern (Abbildung 17) ist die-
se Verdénderung nicht so deutlich wahrnehmbar.



Wenn Jugendliche den Quader und das Prisma in der Hand halten, werden sie noch andere
Begriindungen finden, warum die beiden Kérper das gleiche Volumen haben miissen. Die
anderen Prismen zum Thema VIl kénnen ebenfalls verglichen werden. Und wer sich weiter mit
dem Thema beschéftigen will, wird selber Kérper planen und herstellen, die das Prinzip von
Cavalieri widerspiegeln.

Die vertiefte Auseinandersetzung mit Prismen beim Berechnen der Volumen und der Bedeu-
tung der Formel V = G x h hinterlé&sst an verschiedenen Orten im Hirn des jungen Menschen
Spuren:

* Die Handlungen im prozeduralen Gedéchtnis
* die mathematischen Fakten im semantischen Gedéchtnis
* das individuelle Erleben im episodischen Gedé&chtnis

baumit II: Modell Cavalieri mit 4 verschiedenen Prismen

Wenn «Grundfléche mal H5he» nicht mehr gilt
Thema VIII

Durch die Beschéftigung mit Prismen werden Jugendliche erkennen, dass bei Kérpern, die
von einer Grundfléiche aus in eine Spitze fihren, andere Gesetzméssigkeiten wirken miissen.
Wir beschrénken uns hier auf die Prinzipien bei Pyramiden.

Mit quadratischen Pyramiden in gerader und in schiefer Form lassen sich Uberlegungen an-
stellen, die Jugendliche unterstiitzen Formeln zur Berechnung von Volumen und Oberfléche
zu finden. Die Masse der Pyramiden von baumit Il sind so gewéhlt, dass Jugendliche Verglei-
che mit Kérpern, die sie kennen, machen kénnen. Manchmal helfen auch Abfallsticke aus der
Produktion beim Erforschen solcher Prinzipien.

baumit II: 4 Wiirfel, S = 50mm
5 Stiick dreieckige, gerade Prismen, S = 50mm
4 Stick quadratische, schiefe Pyramiden, S = 50mm



Netze, Flachen, Kanten

Thema IX

Mit Ausnahme von Thema |, enthélt das Set baumit || keine Materialien, um Netze der
besprochenen Prismen und Pyramiden herstellen zu kénnen. Karton ist in den Schulen meist
verfiigbar oder kann leicht aufgetrieben werden.

Machen die Jugendlichen fir den gekippten Somawiirfel (Thema Ill) oder fisr das erfundene
Woiirfelpuzzle (Thema IV) eine Verpackung, werden sie beim Einfiillen feststellen, dass sich
das Filllen vom Zusammensetzen auf einem Tisch unterscheidet. Einfillen verlangt unter Um-
stéinden eine andere Reihenfolge als das Zusammensetzen. In diesem Kontext kénnen
verschiedene Netzformen diskutiert oder alle méglichen Varianten gesucht werden. Die
mathematischen Muster der Netze werden dadurch erlebbar.

Werden im Unterricht beim Verdndern durch «Kippen» (Thema Il) oder «Fliessen» (Thema
VIl) die Netze der jeweiligen Kérper hergestellt, erleben die Jugendlichen, welche Kérperfla-
chen sich nicht veréndern und welche sich veréndern. Ahnliches gilt fir die Kanten und Win-
keln. Dabei kénnen auch Eigenschaften wie «stumpf» oder «spitzig» erfahren werden.



«Wir miissen unbedingt Raum fiir Zweifel lassen, sonst gibt es keinen Fortschriit,
kein Dazulernen. Man kann nichts Neues herausfinden, wenn man nicht vorher
eine Frage stellt. Und um zu fragen, bedarf es des Zweifelns.»

Richard Feynman (1918 - 1988) Physiker

Neues zumuten

Eine Hirnhalfte ist spezialisiert fir Neues

Thema X

Im Mathematikunterricht an der Volksschule und bei psychisch auffélligen Kindern und
Jugendlichen, beobachtete ich, dass der Zugang zu mathematischem handeln und denken
durch drei Angebote erméglicht werden kann:

1. Mit Objekten in den Hénden denken.
2. Als Erfinder tétig sein.
3. Begegnungen mit Neuem wagen.

Mit den Themen | bis IX wurden die zwei ersten Angebote ausfihrlich behandelt. Wenn im
Mathematikunterricht Kinder und Jugendliche Neuem und Unbekanntem begegnen kénnen,
wird ihnen zugemutet, dass sie féhig sind, auftretende Fragen zu kléren und Probleme selbst-
sténdig zu 16sen. Unter Neuem und Unbekanntem werden Auseinandersetzungen verstanden,
die noch nirgends beschrieben oder mathematisch-didaktisch aufgearbeitet worden sind. Der
Mathematikunterricht wird belebt, wenn wir den Kindern und Jugendlichen Neues zumuten.
Und auch wir Lehrkréfte fordern uns selber heraus, wenn wir Unbekanntem begegnen. Wir
werden dabei zu Entdeckern und Erfindern und &ffnen unsere Horizonte. In diesem Sinn ist
das Thema X mit den Kérpern im Sack offen fir Neues.

baumit |l: ein Sack mit neuen Kérpern
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Anhang

Rasterpapier
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